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Inngangur

Thomas-Fermi-adferdin er nalgunaradferd til ad reikna orku og raf-
eindabéttleika grunnéastands fyrir kerfi af rafeindum og kjornum eins
og til deemis atém, sameind eda béttefni (sjé t.d. yfirlitsgrein eftir
Lieb 1981). Fyrir efni an segulsvids gefur adferdin rétta skammta-
freedilega nidurstodu i pvi marktilfelli ad rafhledsla kjarnanna og fjoldi
rafeinda stefni 4 6endanlegt (Lieb loc.cit.), og hid sama gildir um efni i
segulsvidi, ef styrkur svidsins vex & tiltekinn hatt jafnframt hledslunni
(Jakob Yngvason 1991, Fushiki og fél. 1991 b). Adferdin er pess vegna
- fyrst og fremst notud til ad reikna grofgerd rafeindadreifingarinnar 1
efni med haar kjarnhledslur. Hér & eftir verdur i stuttu mali fjallad
um helstu eiginleika adferdarinnar og synt hvernig henni er beitt til ad
reikna rafeindadreifinguna umhverfis kjarnana. I bvi sambandi verdur
athyglinni beint sérstaklega ad efni i segulsvidi. Ekki verdur farid i
smaatridi, en itarlegri umfjollun um allt petta efni er ad finna i 6drum
greinum eftir Fushiki og félaga (1991 a,b). Verkefni betta spratt upp-
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haflega upp tr tilraun nokkurra stjarnedlisfreedinga til ad gera likan af
ylirbordslogum nifteindastjarna med mjog sterkt segulsvid (Einar H.
Gudmundsson 1987, Fushiki og fél. 1989) en ekki verdur farid ninar
1t 1 b4 sdlma hér.

Thomas-Fermi-adferdin

Nalgunaradferdin sem kennd er vi§ Thomas og Fermi (Thomas 1927,
Fermi 1927) er elsta og einfaldasta deemi® wm notkun svonefndra pétt-
leikafella (,density functional formalism®; sja t.d. Jones og Gunnars-
son 1989).

Rafeindadreifingunni i safni rafeinda og kyrrstaedra kjarna er lyst
med béttleikanum n = n(r) sem er fall af stadnum r. Ef { safninu eru
N kjarnar med hledslu Z;e og fasta stéduvigra R;, i = 1,..., N, er
heildarorka safnsins ritud sem felli £[n] af gerdinni

En] = Ee[n] + Vee[n] + Vez[n] + T, (1)
bar sem
e’Z;Z;
U= 2
A 2
er rafstoduorka kjarnanna innbyrdis,
Vezln] = —e/n(r)V(r)d3r (3)
med
GZi

V) =T o @

er s4 hluti rafstéduorku safnsms sem stafar fr4 vixlverkun rafeinda og
kjarna en tilsvarandi steerd fyrir vixlverkun rafeindanna innbyrdis er

Veeln] = 5 / / @) ja gy, (5)

o — |

Hreyfiorka rafeindanna er { Thomas-Fermi-nalgun ritud

Eln] = [w(n(r))d’r, (6)
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bar sem fallid w er béttleiki hreyfiorkunnar. Ef tekid er tillit til skipti-
vixlverkunar milli rafeinda (Dirac 1930) er w skilgreint sem summa
béttleika hreyfiorku og skiptiorku, og er b4 talad um Thomas-Fermi-
Dirac-nalgun. I bvi sem hér fer 4 eftir verdur adeins lauslega minnst &
dhrif skiptivixlverkunar og annarrar leidréttingar & hreyfiorkulidnum
(6) sem kennd er vid von Weizsédcker (1935). Frédleiksfisum lesendum
er hins vegar bent 4 greinar Fushiki og félaga (1991 a,b) bar sem fjallad
er allreekilega um slikar leidréttingar 4 orkufellinu fyrir efni i segul-
svidi.

Grunnorka kerfisins skamkveemt Thomas-Fermi- a6fer51nn1 ETF er
jofn nedra marki (infimum) fellisins £[n] med peim skordum ad n > 0
og ad heildarhledsla rafeindanna sé fost. I einfaldasta tilviki er kerfid
6hladid og bessi hledsla pvi jofn heildarhledslu kjarnanna Ef til er
lausn, n, & pessu hmkunarvandamah b4 er n lausn & Thomas Fermi-
jofnunni:

w'(n(r)) - e®@(r) — Lot { ; 8 j Zg‘g z 8 ) (7)

bar sem komman merkir deildun med tilliti til n, @ er heildarrafst6du-
meettid og pio; er heildarefnamzetti rafeindanna. Til er 6tviraed lausn 4
Thomas-Fermi-joéfnunni ef péttleikafallid w og afleida bess efnameettid
p(n) = w'(n), fullnegja eftirfarandi skilyrdum:

(i) w(0) =0, og w er samfellt deildanlegt og kupt fall af n.
(ii) p(n) > cnl/2+‘g fyrir stér n. med.c > 0 og £ > 0.
(iii) p(n) < p(0) + knl/3+8 fyrir 1itil n med k' < oo og & > 0.

Nénari athugun 1e161r ilj6s (Fush1k1 og fel 1991 a b) a,6 iraun naegir

skllgremdur er med

w*(n) = sup{l(n)|l(n') = an’ +b,1(n") < w(n)}. (8)

Lausnin sem fzest med bvi ad nota w* { Thomas-Fermi-jéfnunni { stad
w er nédkveemlega hin sama og feest med bvi ad nota w. Ein afleiding
af bessu er ad n tekur ekki gildi bar sem w # w*. Mynd 1 syndir
deemi um Detta fyrir dkvedid orkufall w. n tekur ekkl g11d1 & bilinu
(n®, n®) og heldur ekki fyrir n < n(®). Ef petta orkufall er til deemis
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notad { Thomas-Fermi-reikningum & rafeindadreifingu i atémi, verdur
ttkoman svipud bpvi sem synt er & mynd 2. Péttleikinn stekkur ar
0 i n® vid jadar atémsins og aftur inni { atéminu milli n( og n(®.
Vid fyrstu syn virdist ef til vill ésennilegt ad orkufall af bessu tagi
komi fyrir vid raunverulegar adsteedur en stadreyndin er hins vegar st
ad pegar skiptiorkulidir eru teknir med i reikninginn verdur orkufallid
fyrir rafeindir { segulsvidi bylgjad og ekki 6svipad bvi sem mynd 1
synir (Fushiki og fél. 1991 a,b).

Edlisfreedilega skyringin & stokkum i rafeindabéttleika af pvi tagi
sem sj4 mé 4 mynd 2 er tiltolulega einfold. Audvelt er ad syna fram
4 ad sambpjappanleiki rafeindagassins, x, feest med jofnunni

K(r)™ = n(r)*w"n(r)], ©)

pbannig ad x er 6endanleg steerd 4 bilinu n) < n < n® par sem w*' =
0. Petta er visbending um hamskipti enda ma einnig syna fram 4 ad
um brysting rafeindagassins og efnameettid gildir P(n®) = P(n®) og
p(nW) = p(n®).

A mynd 2 er gefid til kynna ad n stefnir & +oco begar r stefnir &
0. Pessi nidurstada er 6hjdkveemileg afleiding af peim nalgunum sem
adferd Thomas-Fermis byggir 4. Pegar leidréttingu von Weizsackers er
beitt i reikningunum feest hins vegar lausn par sem n tekur endanlegt
gildi fyrir r = 0. Jafnframt eydir leidréttingarlidurinn hinu 6zeskilega
stokki & jadri atémsins og gefur béttleika sem fellur eins og veldisfall
fyrir stér gildi 4 r. Einnig mykir hann stérlega 61l stokk i béttleika inni
i atémum. Pessar nidurstodur eru i samreemi vid almenna eiginleika
lausna & Schrodinger-j6fnunni. Af pessu ma 1j6st vera ad nota verdur
hreina Thomas-Fermi-nélgun med varad. Ef til vill er einn helsti 6-
kostur adferdarinnar b6 si ad hiin spair pvi ad sameindir séu ekki til.
Pessi fullyrding (,,the no-binding theorem®) var fyrst sonnud fyrir efni
an segulsvids (Teller 1962) moérgum arum eftir ad nalgunaradferdin
var upphaflega sett fram. Lieb og samstarfsmenn hans (sj& t.d. Lieb
1981) endurbaettu sénnun Tellers og gerdu hana almennari. Nylega
syndu svo Fushiki og félagar (1991 a,b) fram 4 ad nidurstadan gildir
einnig fyrir efni i segulsvidi og reyndar fyrir hvada orkufall w sem er,
ef kipti hjapur w fullneegir skilyrdum i-iii hér ad framan.
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Efni 1 segulsvidi

Orkufallinu fyrir efni i segulsvidi, begar eingdéngu er tekid tillit til
hreyfiorku rafeinda, er lyst med jéfnunum (Fushiki og fél. 1991 b).

[ (q
w = %'I’I,*th N XC:(C +2v)(¢ — V)I/Z} (10a)
v=1
og ]
[ ]
n=n. (242 Z(C—V)l/zy (100)
i ‘nu=1 b )

bar sem { = p/(hwp) og [(] er heiltdluhluti (. Hér er wp = eB/(mc)
hringhradaltidnin og n, = (2/7'/?)(eB/hc)’/? gildid sem rafeinda-
béttleikinn hefur pegar fyrsta rafeindin sest &4 nezestleegsta Landau-
orkustigid. Mynd 3 synir w sem fall af n. Athugid ad w" er almennt
jakvzett en verdur 0 { hvert skipti sem nytt Landau-stig kemur til sog-
unnar. Petta sést vel 4 mynd 5 sem synir w” sem fall af n. Mynd 4
synir hins vegar efnameettid g = w' sem fall af n. '

Til samanburdar er rétt ad minna & ad fyrir efni 4n segulsvids er
orkufallid mun einfaldara: '

2\2/3 %2,,5/3
3(37r)/hn./. . o
10 Me . _ : :
Mynd 6 synir nidursté6du Gr Thomas-Fermi reikningum & béttleika
rafeinda sem fall af fjarleegd fra kjarnanum { killusamhverfu jirnatémi
(Z = 26). Styrkur segulsvidsins er 10® T. Nidurstadan fékkst med bvi
a0 heilda saman jofnu Poissons '

w(n,B=0) =

V-2¢>(1j) = 4me[n(r) — ; Z:6(r — R;)] (12)

" og Thomas-Fermi-jéfnuna (7) med orkufallinu sem gefid er { (10). A
myndinni er fjarleegdin fré kjarnanum skrifud sem margfeldi af steerd-
inni rp = (hc/eB)Y2. Greinilega sést hvar nj Landau-stig koma vid
s6gu; hallatala ferilsins n(r) er ésamfelld { peim punktum. Hin stefnir
4 endanlegt neikvzett gildi ad nedan en 4 —co ad ofan. Asteduna fyrir
bessari hegdun mé sji & mynd 5. Par sést ad i hvert skipti sem komid
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er ad nyju Landau-stigi stekkur w” r endanlegu jdkveedu gildi nidur
i 0 og veldur bess vegna stokki i sambjappanleikanum x (sjé jéfnu
(9)). Sambandi w"” og stigulsins i béttleikanum er almennt lyst med
jofnunni

Vn(r) = eVe(r)/w"(n(r)), (13)

sem skyrir 16gun ferilsins & myndinni.

I grein Fushiki og félaga (1991 b) er medal annars fjallad um &hrif
leidréttinganna sem kenndar eru vid Dirac og von Weizsacker & nid-
urstédur reikninga 4 n(r). Skiptiorkuleidréttingin veldur stokkum i n
i punktunum bar sem nj Landau-stig byrja ad koma vid sdgu. Pessi
stékk eru hins vegar mjog litil og leida mé rok ad bvi ad bau hverfi
ad mestu eda ollu leyti begar stigulsleidréttingu von Weizsackers er
einnig beitt i reikningunum.

Pegar reikniadferd Thomas-Fermis er notud vakna edlilega spurn-
ingar um gildissvid adferdarinnar, bad er ad segja spurningar um bad
hvada skilyrdum purfi ad vera fullneegt til bess ndlgunin gefi ssemilega
g6da mynd af gréfgerd rafeindadreifingarinnar. Grundvallarskilyrdid
er pad, ad ekki sé verulegur munur & edlisfreedilegum steerdum eins
og béttleika rafeinda og rafstodumeetti 4 sveedum sem eru minni en
sem svarar Fermi-bylgjulengd rafeinda & svaedinu. I efni 4n segul-
svids leidir betta i stérum drattum til beirrar nidurstédu, til deemis
i atémreikningum, ad ndlgunin verdur betri eftir pvi sem rafhledsla
kjarnanna vex. Pessi stadreynd tengist skélunareiginleikum Thomas-
Fermi-kenningarinnar, sem litillega verdur fjallad um hér & eftir.

Pegar kerfid er i segulsvidi verdur svarid vid spurningunni heldur
floknara. Pad stafar af pvi ad ny steerd, segulsvidsstyrkurinn B, er
komin til ségunnar og jafnframt brytur stefna segulsvidsins samhvert-
una, sem adur var til stadar. Um betta atridi er nénar fjallad i grein
Fushiki og félaga (1991 b).

A3 lokum férum vid 6rfium ordum um skoélunareiginleika Thomas-
Fermi-adferdarinnar. Thomas-Fermi-jafnan breytist ekki vid eftirfar-
andi adgerdir:
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aZi,

a4/3B,

a"13R;, (14)
a4/3)\,

n(r) a’?n(alr) =: n,(r),

bar sem a > 0 er einhver skdlunarbattur, og um Thomas-Fermi-
orkuna gildir

> &N
A

E™(aZ;,a**B,a”*R;) = «"BETF (Z;, B, Ry). (15)
Af bessu leidir medal annars ad 16gun atéms i Thomas-Fermi nalgun
er eingéngu had hlutfallinu B/Z*3, og 4 linuriti sem synir n/Z? sem
fall af Z'3r mundu 61l atém med sama gildi & B/Z*? lita eins 1t
(Fushiki og fél. 1991 b). _ , ‘ .

Fyrir efni 4n segulsvids (B = 0) var & 4ttunda 4ratugnum sann-
a0 steerdfraedilega (sj4 Lieb 1981) ad kenningin er skolunarmarkgildi
skammtafreedinnar { eftirfarandi skilningi: Ef E9™ tiknar skammta-
freedilega grunnorku safnsins og n9™ er tilsvarandi rafeindapéttni
grunnéstandsins b4 gildir R

Jig, B°Y(aZ;, B = 0,07 °Ry)/a"* = E™"(2;, B=0,R;)  (16)

og

Jim n®M(a=13r;02; B =0, a"PR;)/a® = n"F(r; Z;, By, Ry). (17)

1 1j6si skélunareiginleika kenningarinnar fyrir efni { segulsvidi (sj4 (14)
og (15)) mé bvi veenta bess ad almennar gildi ad

| lim B°(aZ;,a**B,a"*R;)/a"® = ETF(Z,, B, R;) (18)
og

Jim n®M(a=3r; aZ;,a*/*B, a_1/3Ri)/a2 =n"F(r; Z;, B, R;). (19)

Pessar jofnur hafa nt nylega verid sannadar (Jakob Yngvason 1991).
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Pakkir

Héfundar pakka Ornélfi E. Régnvaldssyni fyrir adstod vid ad teikna myndir 3-6.
Ennfremur er béttefnisfreedingum vid edlisfreedistofu Raunvisindastofnunar pakkad

fyrir afnot af télvubinadi.
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Summary

We discuss some of the main properties that are common to all theories

of Thomas-Fermi type, such as the conditions for the existence of a
unique solution to the Thomas-Fermi equation and how a singularity
in the gradient of the electron density, n, is unavoidable if the energy
density, which is a function of n, deviates from convexity. We investigate
the energy density of the homogeneous electron gas in a magnetic field
and show results of Thomas-Fermi calculations for atoms in strong fields.
Finally we discuss the scaling properties of Thomas-Fermi theory in a
magnetic field.
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